Unidad IV: Sistemas continuos (continuacion)

Objetivo especifico: Entender ampliamente el fendmeno del comportamiento de los modelos
matematicos para la resolucion de problemas enfocados a las ecuaciones lineales.

Conceptos a desarrollar en la unidad:  Dar al alumno las herramientas necesarias, para que pueda
efectuar el andlisis de los sistemas lineales discretos y continuos en la aplicacion de las ecuaciones.

4.1 Solucion general y andlisis de ecuaciones '

Existen métodos de resoluciobn generales para ecuaciones diferenciales ordinarias lineales que
permiten encontrar soluciones analiticas. En particular si los coeficientes de la ecuacion lineal son
constantes o periédicos la solucion es casi siempre facil de construir. Para coeficientes no
constantes o no periédicos, pero que son desarrollables en serie de Taylor o serie de Laurent es
aplicable con ciertas restricciones el método de Frobenius. Otra posibilidad es reducir una ecuacién
diferencial lineal de orden n a un sistema de n ecuaciones diferenciales lineales de primer orden.
Para las ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales no existen métodos generales.

Soluciones numeéricas

Algunos de los métodos de solucién numérica de ecuaciones diferenciales son el método de Runge-
Kutta, los métodos multipaso y los métodos de extrapolacion.

Una ecuacion diferencial de primer orden con la condicion inicial se expresa de la siguiente forma:

— f(t!y}

dy
At
y(to) = Yo

[L] =
Donde y(tﬂ) = Yoes la condicion inicial.
Entre los tipos de EDOs de primer orden se encuentran:

Ecuacion de variables separables

Son EDOs de la forma:

dy

En donde es posible "despejar" todos los términos con la variable dependiente en funciéon de la
variable independiente, quedando ahora la ecuacion:

g(y)dy = h(t)di

En donde se procede integrando ambos miembros de la ecuacién

fg(y)dy = fh(t)dt

1 L. . . "
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De donde es posible obtener la solucion

Ecuacion exacta

Una ecuacion de la forma:

M(x,y)dxr + N(x,y)dy = 0,

Se dice exacta si existe una funcién F que cumpla:

oF
5, Ly =M

y

Su solucién es entonces:
F(z,y)=C.
EDO de primer orden

La ecuacion diferencial ordinaria de primer orden:

y =f(z,y),  con f(tz,ty) =tf(z,y) VL # 0

Para resolver se usa la sustitucion y=xv, siendo v= v(x) una funcién desconocida. Sin embargo, la
palabra 'homogénea' asume otro significado, dentro del estudio de las EDOs, fuera de este contexto.

Ecuacion lineal

Una ecuacion diferencial es lineal si presenta la forma:
f

y + P(x)y=Qz)

Y que tienen por solucion:

ylz) = e | Plalds (C + fQ(:c)ef P{E:'d‘rdat)

Como se puede apreciar, esta ecuacion es una ecuacion diferencial de Bernoulli, con n=0.

Ecuacion de Bernoulli

Una ecuacion diferencial de Bernoulli, que es a su vez una generalizacion de la ecuacion diferencial
lineal, fue formulada por Jakob Bernoulli y resuelta por su hermano, Johann Bernoulli y presenta la
forma:

y + Pla)y = Q(z)y"



. 1-n
En la cual, si se hace la sustitucién < — Y , la ecuacion se transforma en una ecuacion lineal
con z como variable dependiente, resolviéndose de manera analoga.

Ecuacién de Riccati

Esta ecuacioén diferencial introducida por Jacopo Francesco Riccati presenta la estructura:

V(@) + P@)y’ + Qa)y + R(z) =0
1
Y=1Up | .

Para resolverla, se debe hacer la sustitucion , donde ¥pes una solucién particular

cualquiera de la ecuacion.
Ecuacion de Lagrange

Una ecuacion diferencial de Lagrange presenta la forma:
f f
y=9(y)x+ fly)

)
Resolviéndose con la sustitucion ¥ = P, obteniéndose una solucién general y una solucion
particular.

Ecuacioén de Clairaut

Una ecuacion diferencial de Clairaut, llamada asi en honor a Alexis-Claude Clairaut, tiene la forma:
I f

y=axy + f(y)

Como se puede apreciar, esta ecuacion es una forma particular de la ecuacion diferencial de

r ¥
Lagrange, con g(y ) =Y, por lo cual, su resolucion es anéloga a la anterior.
Ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orde n

Muchos problemas fisicos importantes tanto en mecénica como en electromagnetismo conllevan la
resolucion de ecuaciones diferenciales de segundo orden.

Ecuacion lineal con coeficientes constantes

La ecuacion diferencial de segundo orden con coeficientes constantes tiene la forma:

d?y dy
EI-GEE—E—FE?E + ¢y —f(j:)

La resolucion de esta ecuacion depende de las raices del polinomio caracteristico:
2
aX +bA+c=10

En funcion de cémo sean las raices de dicho polinomio se distinguen tres casos posibles y distintos:

« Caso 1: dos raices reales y distintas (/“‘1 3& )‘2), en este caso la solucion general tiene la
forma:
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= .J'q.'z: C ..J';Q.T, -
y(x) = CreM” + Coe N Tn

[ e )+ [ e f(u)au

« Caso 2: dos raices reales e iguales ()‘1 ’1“2) en este caso la solucion general tiene la
forma:

£ -

e M flu)du — eM” f xe " f(u)du

0

y(x) = CreM” 4 Coxe™™ 4 xet” f

1]

. Caso 3: dos raices complejas conjugadas (M=p+gi,lo=p— '533), en este caso la
solucion general tiene la forma:

PT g T DT T
y(x) = eP*(C, cos gr+Cysin g$}+ﬂ f e P f(u)cos qu I f e P flu)singu du
q T d )

El dltimo término de esta Ultima ecuacién esta relacionado con la integral de Duhamel.
Ecuacion diferencial de Euler o de Cauchy

Esta ecuacion tiene la forma:
d*y dy
72
%+ ar + by = g(x)

, : . f ., ,
Y puede resolverse mediante el cambio de variable r = € que transforma la ecuacion anterior en
una ecuacion de coeficientes constantes resoluble por los métodos de la seccién anterior:

% (a—1)§f+by g(e), () =ylc)

Ecuaciones de Bessel

La ecuacion diferencial de Bessel, aparece con frecuencia en la resolucion del problema de Dirichlet
en coordenadas cilindricas. Dicha ecuacion tiene la forma:

d*y  dy
2 R
L) -I—Id + (x

Esta ecuacion es resoluble mediante las llamadas funciones de Bessel:
y(z) = Crdu(z) + CoYo(x)

Ademas de esta ecuacién existe otra ecuacion resoluble mediante funciones de Bessel. La ecuacion
diferencial de Bessel modificada, aparece con frecuencia en la resolucion del problema de Dirichlet
en coordenadas cilindricas. Dicha ecuacion tiene la forma:

2

—n’)y=0

2

dy dy 2r 32
dz d$+(&'1: —I_J)y_

Cuya solucion viene dada por:

+(2p+ D
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Ecuacion de Legendre

La ecuacién diferencial de Legendre, aparece con frecuencia en la resolucién del problema de
Dirichlet en coordenadas esféricas. La ecuacion tiene la forma:

d?y

dy
P 2:1:——|—n(n—|—1)y 0

(1—2%)53

Cuando n es un entero una de las dos soluciones independientes que conforman la solucion general
de la ecuacion anterior es el polinomio de Legendre de grado n:

1 gn )
Sl a1

Po(z) =

La solucién general puede expresarse en la forma:

y(z) = C1U, () + CoVa (@), o bien= y(2) = C1Pa(2) + C2Qn(2)

Donde:
Un(z) =1- ”(’”2!* Do, 1= 2)(n4!+ Hn+3) ,
= L
Py () = 4 U@/ Unll) n=0.2,4,...

Valz)/ V(1) n=1,3,5,... y

Va(x)Uu(1)  n=0,2,4,...

Qﬂ(i:) — —DTH(I)I’;(I) n = 1,3,5,...

Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superi or

La ecuacion diferencial lineal de orden n con coeficientes constantes es de la siguiente forma:

(n) (n—-1)

any™ +an_1y + .o+ ay + agy = g(t)

Donde los términos irepresentan constantes ¥i € MNEn el caso homogéneo cuando el segundo
miembro es idénticamente nulo, las soluciones de esta ecuacion se pueden obtener a partir de la
raices del polinomio caracteristico de la ecuacion:

a N 4+ a, N gt a; =0

En el caso de que todas las raices sean diferentes la solucién viene dada por:



y(z) = C1eM* + ...+ Cpe™® = ZCE-EJ“:'T
=1

En el caso de que existan varias raices multiples, existiendo sélo k raices diferentes y siendo ila
multiplicidad de la raiz i-ésima, la solucion general es de la forma:

k ke mi—1 ) k
y[:T) = Z (Cr'i.ﬂ | CrxlT Foood C'r-i.-m,—lmﬂh_l) t?/\’ f= Z Z Cr'i-JmJ e/\,:r.', k 5 n, Z?H‘J =n
i=1 i=1 \ j=0 d=1
Las multiplicidades de cada raiz son el exponente de la siguiente descomposicion:
mi mE n n—1 _
Hﬂ()i—)h]_} ()i—/\h;b) k—ﬂﬂ)t —I—EIﬂ_]_/‘\ —|—...—|—EI-1/\—|—E[{|.—D
2

4.2 Recurrencias lineales

Una relacién de recurrencia es lineal de grado k si tiene la siguiente estructura:
co(n)an +c1(n)an_1+4 ...+ o1 (N)Gp_pr1 + () @n_g

siendo G (™ )funciones reales de T,y F(n)una funcion de n.

El adjetivo lineal indica que cada término de la secuencia esta definido como una funcion lineal de
sus términos anteriores. El orden de una relacion de recurrencia lineal es el numero de términos
anteriores exigidos por la definicion.

En la relacion @n = @x—2el orden es dos, porque debe haber al menos dos términos anteriores (ya
sean usados 0 no).

Ejempilos:
3a, —n—1la,_1+ 2a,_,=10
Ecuacion de Recurrencia lineal homogénea con coefic  ientes constantes

Se llama ecuacion de recurrencia lineal homogénea de grado k, con coeficientes constantes, a una
expresion del tipo:

Ap + C10n—1 + C2ly_2+ -+ an_p =0, E R, # 0

Para poder encontrar una solucion, hacen falta unas condiciones de contorno o iniciales

g, 1, -, Qk—1, siendo k el grado de la ecuacion.
La recurrencia lineal, junto con las condiciones iniciales flg, - - -y g—1, determinan la secuencia
Unica.

Sea la ecuacion de recurrencia lineal homogénea de orden k anterior, se denomina ecuacién
caracteristica a la ecuacion de grado k:

k k-1
r4+aox 4+ -+

2 José Ignacio Aranda Iriarte (2007). Apuntes de ecuaciones diferenciales



La generacion de la funcién racional

Las secuencias lineales recursiva son precisamente las secuencias cuya funcion de generacion es
una funcién racional: el denominador es el polinomio auxiliar (a una transformacion), y el numerador
se obtiene con los valores iniciales.

El caso mas sencillo son las secuencias periodicas,ln = fln—d, n2d que tienen secuencia
(o, A1y -y @d—1, Ao, "~y funcién de generacion una suma de una serie geométrica:

1 d—1
p + QT + -0+ Qg1 T

1 — zd

= (ap+ayx' 4+ -+ ag_12971 )+

(ap + ayal 4+ -+ + ag_zd )it
(ap+ ayzt + -+ ag_1x9 1)z

Mas general, dada la relacién de recurrencia:
p = C1pn_1 + Colpn_2 + ... + Cilp_d
Con funcién de generacion
o+ a1z’ + apa® + - -
La serie es aniquilada por @ky anteriormente por el polinomio:
1 —eqat —epa? — - — gz
Eso es, multiplicando la funcién de generacion por el polinomio
b, =@, — 10,1 = Caly_g — *++ = Cally,_
Como el coeficiente en ", que desaparece (por la relacion de recurrencia) para n = d. Asi:
(aﬂ—l—a.li:l—i—a.g:t:z—l—. : .)(l—clxl—qxg—. : .—cd:t:d) = (bo—i—blxl—l—bg:tzz—i—. : .—l—bd_lzt:d_l)
Como dividiendo:

_ bo+ byt bt 4 4 byt
11— —epa? — - — gt

1 2
(p + T + da ™ + - - -

o
Expresando la funcién de generacion como una funcién racional. EI denominador es & p[lfx),
una transformacion del polinomio auxiliar (equivalente, invirtiendo el orden de los coeficientes);
también se puede usar cualquier multiplo de esta, pero esta normalizacién es elegida por ambas

porque la relacion simple del polinomio auxiliar, y de ese modo by = ay,

Relacion con la diferencia de ecuaciones

Dada una secuencia {ﬂﬂ }de numeros reales: la primera diferencia d(aﬂ)se define como

iy —ly—q



2
La segunda diferencia d (Hﬂ)se define como d(ﬂﬂ) - d( ﬂﬂ—l),

Que se puede simplificar a fn — 20,1 + Gp g,

. , . gk . k=1 _ gkl

Mas general: la diferencia " se define como d (ﬂ"n) d (ﬂ*n—l)

A diferencia de la ecuacion es una ecuacion compuesta por fny sus diferencias. Cada relacion de
recurrencia puede ser formulada como una ecuacién de diferencia. Por el contrario, cada ecuacién

de diferencia puede ser formulada como una relacion de recurrencia. Algunos autores asi utilizan los
dos términos intercambiables. Por ejemplo, la ecuacion de la diferencia:

3d*(ay) + 2d(a,) + Ta, = 0
Es equivalente a la relacion de recurrencia:
12a, = 8a,,_1 — 3a,_-

De este modo se puede resolver relaciones de recurrencia por la reiteracibn como ecuaciones
diferencia, y luego la solucion de la ecuacion de diferencia, analogamente como una solucion de
ecuaciones diferenciales ordinarias.

Ver escala de tiempo de calculo para la unificacién de la teoria de las ecuaciones de diferencia con
la de las ecuaciones diferenciales.

Resolucion
Sean
Collny + C1p_1 + 0y o+ -+ Cply_y = 0
.z . . , A: A:_l .z
una ecuaciéon de recurrencia lineal homogénea, £ =+ Cn—1T =+ + Ca—ksu ecuacion
caracteristica y, +1,%2,""";Tsas raices de la ecuacion caracteristica con multiplicidades
Ty, Mg, - - -, Mgrespectivamente. La solucion de esta ecuacion seria:

an = Pr(n)(21)" + Po(n)(22)" + - - - + Ps(n)(x,)"

Con Pf(ﬂ)el polinomio de grado menor o igual que Mt; — 1. para poder calcular los coeficientes
de los polinomios P (”) necesitamos saber las condiciones iniciales de la ecuacion de recurrencia.

Ejemplo: Numeros de Fibonacci
Los numeros de Fibonacci estan definidos usando la siguiente relacién de recurrencia lineal:
Fn = Fn—1+Fn—2

Con los valores iniciales:

Fy
FQZI



La secuencia de los numeros de Fibonacci comienza: 0, 1, 1, 2, 3,5, 8, 13, 21 ,34, 55, 89... El
objetivo de la resolucion de la ecuacién de recurrencia es encontrar una forma cerrada para calcular
los nimeros de Fibonacci.

La ecuacion caracteristica es la siguiente:

¥ —r—1=0

1++5

n=T

1B
a 2

Ia

Por lo tanto, la solucion general es:

F(n)= A4, (%) o ( 1_2_\/5)

Para hallar el valor de flly Aoresolvemos las siguientes ecuaciones:

e (5% 59)

? ?
1 5] 1 —+/5
Fy=4 (—i_—‘/_) + Ay (—\/_)
2 2

Entonces:

1
A= —

V5

Y

—1
Ay = —

G

La forma cerrada para los numeros de Fibonacci es:

)

Ecuacion de Recurrencia lineal no homogénea con coe  ficientes constantes

Recibe el nombre de ecuacion de recurrencia lineal no homogénea de grado k, con coeficientes
constantes, una expresion del tipo:

Coly + €1 0p—1 + Ctp_o+ -+ gty = F(n),c; eR, e # 0



Resolucion

5 =P g g e 5 y
La solucion general seria: *n n m , donde “*n es la solucion de la ecuacion de
recurrencia lineal homogénea asociada es decir la ecuacion :

Coly + Crln 1+ o o+ -+ ey =0, ER, o # Dy donde ﬂ'w{f]es la solucién
particular que depende de la funcion F(n). Por lo tanto los pasos a seguir serian, primero calcular la
solucion de la ecuacion homogénea, calcular una solucion particular para F(n) y sumarla a la
homogénea, y a continuacion aplicar las condiciones iniciales para calcular las constantes. En la
siguiente tabla, encontramos cuales son las posibles soluciones particulares:

F(n) a,
(', constante (o, constante
n Co + Cin
n’ Co+ Cin + Con’
nteZ” Co +Cin+ ---+ Cin'
r'.r € R Cor™
nirt (Co + Cin + ang)
sin(An), A€ R Cosin({An) + C} cos( An)
cos(An), A e R Cosin({An) + C} cos( An)

r*sin(An),A e R Cyr"sin(An) + Cyr" cos(An)
r*cos(An),A € R Cyr"sin(An)+ Cir” cos(An)

Consideraciones:

1.- Si F(n) es una combinacion lineal de algunas de las funciones de la tabla anterior, su solucién
particular es la combinacion lineal de las soluciones particulares de esas mismas funciones.

2.- Si uno de los sumandos de F(n) es el producto de una constante por una solucion de la ecuacion
caracteristica homogénea asociada, entonces es necesario multiplicar la solucion particular

correspondiente a este sumando por la menor potencia de n, n” tal que este nuevo producto no sea
solucioén de la ecuacion caracteristica homogénea asociada.

Ejemplo: Torres de Handi

La ecuacion de recurrencia asociada con el problema de las Torres de Hanai es la siguiente:

T,=21,1+1
Con las condiciones iniciales:
T]_ - ].
Se resuelve la siguiente homogénea:
h
T\ =91, _,

La ecuacion caracteristica es: 11 — 2 = (], entonces 1. = 2



Entonces:
T = 427

Pl — p —
A continuacion, se resuelve la ecuacion particular:Tn =B =2B+ 1, entonces B = —1.

T, = A2" — 1, entonces igualando con las condiciones iniciales la solucion es : I,=2"-1
Recurrencias No lineales
Para resolver recurrencias no lineales tenemos muchas opciones de las cuales:

« Buscar transformaciones o cambios de variables que hagan la recurrencia lineal.

1
tn) = a-t(3)+ f(n)
« Paraelcaso b , hay un teorema muy Util que es el Teorema
Maestro.

La recurrencia en la computacion

La conexion con el analisis de algoritmos estriba en que la forma que se ha adoptado para medir las
complejidades, utiliza funciones cuyo dominio son los nameros naturales, o en otras palabras,
sucesiones. Si el algoritmo es recurrente, es de esperarse que las complejidades, como funciones
gue estiman la demanda de recursos a lo largo de la ejecucion, sean sucesiones que satisfacen
ciertas ecuaciones de recurrencia. En un algoritmo recursivo, la funcién t(n) que establece su
complejidad viene dada por una ecuacién de recurrencia. Una ecuacién de recurrencia nos permiten
indicar el tiempo de ejecucion para los distintos casos del algoritmo recursivo (casos base y
recursivo).

Célculo de la factorial

int Fact(int n){
if(n<=0)
return O;
else if(n==1)
return 1;
return n*Fact(n-1);

Considerando el producto como operacidén basica, podemos construir la ecuacion recurrente para
calcular la complejidad del algoritmo como sigue:

Como se ve en el codigo el caso base es para n<=1, para estos valores de n el nimero de
multiplicaciones que se realiza es 0. Y en otro caso es 1 mas las necesarias para calcular el factorial
de n-1. Asi construimos la funcion recurrente:

0 sin<l1

i =
M =Vin—1)+1 sin>1

Ahora si resolvemos la ecuacion recurrente sabremos la complejidad de este algoritmo en funcién de
n. Procedemos a resolver esta ecuacion recurrente no lineal:

tn)=tn-1)-1



Resolvemos la homogénea:
ttn)=tln—1) — r—1=0— r=1la"=c1"— da'=c
Resolvamos ahora la particular:
Como la particular' coincide con la r, debemos aumentar el grado multiplicando por n
—sal =nl" — d =n
Por lo que la solucion de la ecuacidn recurrente queda como sigue:
tin)=c+n
Ahora calculamos c utilizando el caso base, t(1) =0
tl)=c+1=0— ec=-1
Ya tenemos la solucion: t(n) =n -1

La ecuacion que nos ha quedado es de grado 1 por lo que la complejidad es del orden exacto de n -
> B(n)

Por ejemplo para calcular el factorial de 3 necesitaremos t(3) productos lo que es igual a
3-1=2— 3-(2-(1))

Como vemos son 2 productos como nos ha devuelto la ecuacién



